V-56 (1h25min) 7-julio-2019 Proyectores
Resumen de Miguel Caiiizares Tensor de curvatura extrinseca

En R’: Proyector de un vector respecto a direccion ortogonal de cierto vector unitario

Se trata de encontrar la componente de un vector v que sea perpendicular a la direccién de un vector unitario n.
Ser4 la resta vectorial del vector menos su componente en la direccién de n: v+ =9 — [v - A]n

Vi €m = Um€m — [vin;gij|nmém EnR’ g;; = §;; y cada componente quedar: vy, = vy, — [vi1;]nyy
Para sacar v; factor comun utilizamos el truco v,, = 8,;V; y ponemos: v = 8y Vi — ViNiNy, queda:

Um = (Omi — MMV,  (sumatorio sobre indice i) Llamamos Proyector a la matriz Py = (Gmi — M) (1)

L
vl 1 - n1n1 —n1n2 _n1n3 Ul

En forma matricial sera: vy |=( —namy  1-myn, —myng V2| = U= Py
'UéL _n3n1 —Tl3n2 1 - n3n3 173

En cualquier variedad: Proyector de un vector respecto a direcciéon ortogonal de cierto vector unitario

Exactamente igual que antes haremos ¥~ = ¥ — [¥ - ©i]il y podemos encontrar una matriz que al actuar sobre la
matriz columna de, ¥ se obtenga la matriz columna de ¥+

Ahora tendremos en cuenta que la métrica gqg no tiene por qué ser §;; y, ademds utilizaremos letras griegas para
L4 . . , . . 3 L. . .
indices, teniendo en cuenta si esta “arriba o abajo” (en R’, al ser la métrica §;;, las componentes covariantes y

contravariantes eran iguales).

s
H — a p o . ;g
vie, =vle, — [v nf gaﬁ]n”gu El corchete es un nimero (producto escalar) y con la métrica bajamos indice

vfgu = (v* — [v*nyIn*)e, Cada componente quedara: vi = vH — [vn,]n#

Para sacar factor comtin v¥ utilizamos el truco v# = §5v% y ponemos: vt = §5v* — v*n,n* queda:

v = (8% —nPn,)v* Llamamos Proyector alamatriz ~ Ph = hf = (85 —n¥n,) (1)
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En forma matricial seria similar a lo puesto en R”, pero los indices # y @ tomarian valores: 0, 1, 2, 3,...

En (IT) hemos llamado hk, al proyector por la siguiente razén: En (IV) de video 55 vimos que la métrica transversa
de una hipersuperficie es hgg = gop — NaNp-
La métrica transversa con un indice arriba es un proyector, como podemos ver subiendo un indice:

hg = ha[j’ . gﬁ” = (gaﬁ’ - nanﬁ)gﬁ” = gaﬁgﬁ,u - Tlanﬁgﬁ‘u = 55 —ngn* (producto de matrices gaﬁgﬁ“da la identidad)

Aplicacién de Proyector a tensor T = TV [eu®ev]
Definimos el tensor ortogonal respecto a vector unitario n: T, = THY [qﬁ@e#]

Aplicamos (II) a los vectores de la base (solo tienen una componente): efl = hﬁ egy ey = h%e,
T, =TW [hﬁe,;@hﬁea] =T, = T’“’hﬁhﬁ[ep®ea] Componentes del tensor ortogonal: T‘Iﬁ = T’“’hﬁh{‘,‘

Renombrando indices, si las componentes de un tensor son T#¥, 6 con indice abajo T » las componentes de los
tensores ortogonales a n seran:
Hwv _ g U 4 1l B
T = hghgT? 6 Ty = hih,Teg (111

Curvatura extrinseca de una variedad es la que se observa desde un espacio-ambiente que contiene a la variedad
La curvatura intrinseca (tensor de Riemann) es la que se observa desde la propia variedad.
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La curvatura extrinseca podria definirse como K, = R |]a,| cuandov =1

En cada punto P de la variedad hay muchas curvaturas
(dependiendo del plano de corte), pero siempre habra
una maxima K; y otra minima K.

Por ejemplo en la superficie (2D) cilindrica inmersa en
espacio-ambiente R*, un observador de dicho espacio
ambiente observa en cualquier punto

Ki=I/R y K;=1/00=0




Un tensor de curvatura externa debe ser diagonalizable y tener como valores propios K y K,. Sabemos que el
determinante, y también la traza de una matriz (tensor de orden 2) es independiente de la base Se considerard como
curvatura en un punto de la variedad la Traza del tensor K = (K;+ K;) o dividiendo para hallar el valor medio.

Consideremos R” y superficie inmersa en ese espacio, y el vector unitario . = n;e; normal a la superficie.
Para detectar curvatura en un punto hallamos las derivadas de 7 respecto a cada coordenada x':
ony 0ny 01n3

i = B; j = | 02m 0ny Oyms obtenemos una matriz (tensor de orden 2 en R3)
03ny 0O3ny 0O3ng

Ese tensor detecta los cambios de 7 en todas direcciones y, por lo tanto, también en la direccién normal a la
superficie (direccién de 7). Aunque en este caso de R’ al ser 7 unitario, no hay variacién en su propia direccién y
no es necesario proyectar el tensor para que detecte cambios s6lo en la superficie, lo debemos hacer para aplicar el
método a casos mas generales. Asi utilizamos (III) para proyectar el tensor en direccion ortogonal a 7¢ (plano
tangente a superficie). Esta proyeccion la definimos como tensor de curvatura, que en R’ y al ser g;; = 6;; da igual
poner indices arriba o abajo:

Bj; = h{hf By = hiRY (9knp) — Ky = hihl(9xn,) K =TrazadeK; (1V)

Ejemplo: utilizamos el tensor para comprobar la curvatura extrinseca del cilindro

Si su eje coincide con el eje Z, los vectores normales a la superficie y unitarios serdn:

Xz Y _ Z G 2 _ 22 2 _x . _ 2 .
We1+mez siendo R* = x +y —>7’l1—R2 y Ny =

2
_Y _ Xy _
o1y = e diny = [E dinz =
XZ

\82111 = _R—?' don, = = O,nz = 0/

n=

Para aplicar (IV) hallamos las derivadas: (Oknp) =
dsny =0 dsn, =0 03ny3 =0

Los proyectores necesarios hb, = (6’; - n“na) son:

=@l -ntn)=1-%:  K=hi=0i-ntn)=(0-5-2) =2  m=(-n'n)==1-%

Las componentes, no nulas, de la matriz de curvatura K;; = h{-‘h;.’(a knp) seran:

2\2 .2 2 2,2 2
Ky = hihi(@:m) + hiR3 (9ymy) + BRI (0,m) + B3R3(0my) = (1-5) L+2(1-5) () 2+ () 5=

4 R4 R3 R4 R3 R3
Ky, = hthi(0,ny) + h1h3(011;) + h2RE(0,11) + h2R3(02715) =+ cee cev voe cee eet o eee eee e eee et v eee s e eee v e = —;—ﬁ
K,y = hih}(0iny) + h3h2(0;:n5) + h3hE(0511) 4+ h3RZ(027115) =+ cev v cee eee e eee et e eee et e eee s s eee e inae = —;—ﬁ

2.2 2 2\2 ,2 2
Kz = h3h}(@:ny) + h3h3(:m,) + h3hi(0omy) + h3h3(0pmy) = (2) L+2(2)(1-5)2+(1-%) 5 =5

4) g3 T Rt) R3 R3
2 xZ y2+x2 . RZ

1
La Traza del tensor es la curvatura total: K = K;; + Ky, = % t ST T e TR

como s¢€ esperaba

Visto tensor de curvatura extrinseco en superficie 2D inmersa en R’, generalizamos a cualquier variedad inmersa en
otra mayor (la métrica no es g;; = 6;; , los Christofels son #0). Utilizaremos indices griegos, serd importante
colocarlos arriba ¢ abajo y, ademads, la derivada parcial se sustituye por la derivada covariante:

K, = hﬁhﬁ(VanB) K = TrazadeK,, (V)

Otra forma de expresar el tensor de curvatura extrinseca, en funcion de las componentes del vector normal

K, = hfjhf (Vang) = (65 - n“nu)(df —nfn,)Veng = 5,3‘55\7an,, — 8nPn,Vng — n“nuéfvanﬁ +nn,nfn,Vyng =
= V,n, — nfn,V,nz —nn, Ven, + n“n,n,#EVng (Se demuestra facil propiedad: si n-n=1 = nfVn;=0)
Segiin esa propiedad el tensor de curvatura extrinseca es: Ky, = V,n, — n*n, Vyn, (VI)

La Traza (curvatura total) es:  Traz Ky, = Ki; + Ky + - = K| = g"K,,, = g*'(V,n, — n"n, V,n,)

=V, (g"'n,) — n%(g"'n,) Ven, = Un* —n®(#Veny) = K =TrazK,, =V,n* (Vi)
(Divergencia covariante)



